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n o�p�q�rtsvuws�x�y�z�q{r�|�}�r,r�x�r\~�p�xLz�x�r�q����hu���zcq���s���x���x���~#u%~�q���������u^r�x'~��)��y�q�x���~�x�z
������q{|\s�y,����y#uw����q�����s�uwy#u�z�q����\��|�u�����x�z^r�}���r�x'~��)������q�|�s�y,����y,u�����q����v�h��}���r�x�~��
������q{|�s�y,����y,u���r0uwy,xX��}�q���~\}�sc����~�p�y�x�xX��q��vz�r��w��s�y,����y,u��m|���u�}�r�x�r��ir�}���r�x�~��
x���}�uw~�q�����u�����uw��z�y,x��{u%~�q����vuw��|���u�}�r�x�r�����r�q�����~�p�x�r�x�|'�{uw}�r�x�r��� ¡x¢|�u���s�y�����y#uw�Ar��w�
��}�~�q�����r�~,�£u���y���u�z¤y,u�����x����>s�y,������x���r����>q���~�x�y�x�r¥~¢q��\������q{|�s�y�����y#uw����q�����uw�vz
z�x�z�}�|!~,q�¦�x§z�uw~,uw�vu�r�x�r��¢¨©��s�y,x�¦�q���}�r�y�x�r�x�uwy#|#p��� ¡x§z�x�¦�x�����svx�z\~�p�x§q���s���x���x���~#u%�
~�q����L���¢r�}��vr�x�~�uw�vz�x���}�u%~,q�����uw�ªs�y,����y#uw�2|'�{uw}�r�x�r���o�p�q{r�s�u�svx�y�r�}���r�~,u���~�q{uw����«
x'¬�~�x���z�r¡~,p�u%~� ª��y��­��uw�vz��®��|'}�r�x�r����£~,p�x�����y�x¯x'¬�s�y,x�r,r�q�¦�x�s�u�y,u�z�q����°�w�>r�}���r�x'~
uw��z£y�x���uw~�q�����u���|���u�}�r�x�r���o�p�q{r±svuwy#u�z�q����²r�}�s�s���y�~,r�³'´�µ©¶¥·¸��svx�y,uw~�q�����r���~,y,u���r�q¹~,q�¦�x
|'����r�}�y,x�r�����������~�����q�|ºu�����y,x���u%~,q����¤u�r¢ ªx����>u�r�q���|'y,x���x���~#uw��u���z\�{uw»�«¤x���}���x�y#u%�
~�q������w��r�x�~,r��½¼¢��~�p���}���p¤~�p�x�r�}���r�x'~��)������q�|�s�u�y,u�z�q����¾z�q�¿�x�y,r�r�}���r�~,u���~,q�u�����«��®y,���
~�p�uw~0�w��À±y����������¡ ªx�r�p��% Q~�p�uw~£�®x� ;u�z�z�q�~�q�����u���|#p�uw����x�r0uwy,xt��x�x�z�x�zN~,��~�p�x
Á u�y�y,x��Â¼¢��r�~�y#u�|'~�Ãtu�|#p�q���x]Ä Á ¼�Ã�Å�~,�]q���s���x���x���~�~�p�x�s�uwy#u�z�q����Æu���zT~,p�u%~
~�p�x�r�x�|#p�u�����x�r¢����x���zX ªx����> �q�~�p�~,p�x��%¦�x�y#uw������u�|#p�q���x�y,«¤���½~�p�x Á ¼¯Ã��
¼K|�x����
~�y#uw���®x�u%~�}�y�xtq��N~�p�xtq���s���x���x���~,uw~�q����9�w�ºr�}���r�x�~��Ç������q{|�s�y�����y#uw��r§q�r�~,p�u%~£����u
È ¶wÉ�¶wµÇ¶wÉ�ÊÌË È ´ È ¶%Í©µ©Î�Ï'Ð�´'��q)� x�����u���x����w�)~,uw����x� �p���r�x�x���~,y�q�x�r½|�uw����������~�����q�|�uw����«��y,�% O��yºr�p�y,q����Xq��Tuw��uws�s�y���s�y,q�uw~�x�s�uwy�~�q{uw�¸��y,z�x�y�� Á x�s�y�x�r�x���~¯q��Tr¥~#uw��x�r�~�p�x
s�uwy#u�z�q����O�w�
r�}���r�x�~��Ç������q{|¡s�y�����u���r��wr�p��% �q�����~,p�x¢x�¿�x�|!~½�w�­x�u�|#p��®x�u%~,}�y,x����§~�p�x
q���s���x���x���~#u%~,q������½o�p�x¯q���s���x���x���~#u%~�q�����p�u�rª��x�x���|�����s���x'~,x�z
��u���z£ ¡x�s�y�x�r�x���~
svx�y��®��y���u���|'x�Ñ���}�y,x�r�~,�0r�p��% Ò~,p�x�x�Ó�|�q�x���|'«\uw�vzt|'��r�~,r��w�¸��x�����q�»�uw~�q�������Ô�}�y
|'����|'��}�r�q����ºq�rÕ~�pvu%~�~,p�x¡�������w~,����q{|½��x�������~#uw����x�rÕuwy,xªu�s�y,u�|!~,q�|�uw�w~,�������®��y>q���s���x'�
��x���~�q�����u§r�x'~��)��y�q�x���~�x�z�������q{|�s�y�����y#uw����q�������u�����}vuw��x�� Á x�uw�{r���|'����svuwy,x¢~�p�q�r
r�«�r�~�x��¾ �q¹~,p\�w~�p�x�y¢|'����r�x���«£y,x��{u%~,x�z�r�«�r�~�x���r���x�r�svx�|'q{uw����«0Ö¯��×cuw��z�Ø�Ô¯Ù¢¼�Ú½�
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Þ�ß�à%á>â�ã r�}���r�x�~�u���z�y,x��{u%~,q�����uw��s�y,����y#uw�P|'�{uw}�r�x�r���r�x�~,r���r�x'~���u%~#|#p�q����§uw�vz
}���q�Ñv|�uw~�q���������x����T~#uw����x�r�����������~�����q�|tu�����y,x���u%~,q������ Á uwy,y�x��^¼¢��r�~�y#u�|'~�Ãtu%�
|#p�q���x���y,}����)~�q���x�r¥~,y�}�|'~�}�y,x�r���s�x�y��®��y,��u���|'x�uw�vuw��«�r�q{r ä

åÕæ�æ#ç�è�é)é�êÇë#ç©ç)è¥é{ì�ë!í�æ'è¥í�êÇè>î®ë�ï­ð%ñ#òÇñ,ó�ô'ñ�õ�ñ#ò)ñ#ö¢ñ#÷�ø!ùÕú�ûüñ#ò�ó�ö�ú�÷'ó�ý#þ�ÿ­ý!ö�û���ó)ú¥ò������ ú¥÷��¥ú!ø���ó)ñ,ó)ú	��÷�� 
'ú¥ò��

 � ó�õ½ý#þ��Õú����vý!ò��½ñ,óvï�����ñ�� ýüø�������ï­ú����� Õñ����{ø!ï�����ñ�� ýüø��!�#"�$�����%&�'��%�%�%�ø)(*�'+ºñ����-,/.üð%ñ#ò)ñ,ó�01� 
32 .�����ñ�� ý 2 ú54��687:9#;=<?>8@BA å1C <ED C <GFEH&I�JE@K<GFE@ åMLNL HOAPF
�QR(*� 
 ú�
�� ú�ò:����� ú¥÷��¥úMS�÷�� 2 ø8"5T�T�$
��U�UWVB
'ú¥÷��üú½ý#þ�ó�ðüúMV>ö�ú¥ò�����ñ 
 ø���ú��X��ý!ò���ø=�!�Y"5%�%�"5% %�Z&$�[&�\"5%�����]�T�$)]�^�Z 2 %�%



�

��������� à%ß�á
	�� ��
 ß �
o�p�q{r�svuws�x�y�z�x�r,|'y,q���x�r�~,p�x§q���s���x���x���~,uw~�q����]�w�ªu¤������q{|�s�y,����y,u�����q����£svuwy#u�z�q���� ��u�r�x�z
}�s����N~�p�y,x�x\��q���z�r����¯s�y,����y,u��I|'�{uw}�r�x�r��tx���}�uw~�q�����u����¡r�}��vr�x�~���uw��zN��x���x�y#uw��y,x��{u%~,q�����uw�
|'�{uw}�r�x�r��^o�p�q{r�s�uwy#u�z�q���� q�r�|�uw����x�zf³��vÏ!³'´�µ�Ð�¶���ÊÌË�����¶�����Î È§È Ê�É�����uw��zÂq�~£p�u�r���x�x��Â~,p�xr�}����¥x�|'~����±��}�y¯q���¦�x�r¥~,q���u%~�q����vr��%¦�x�y�~�p�x�s�u�r¥~ºr�x�¦�x�y,u��Õ«�x�uwy#r�� �����! ��"�#������$�����%�����&����('��
�!)��*$�%��*$+'�,Ç�¯o�p�x§s�uwy�~�q{|'}���u�y��{uw����}�uw��xº~�p�uw~� �u�r�q���s���x���x���~,x�z�q{r¯|�uw����x�z.-��#/10¡�� �p�q�|#p
r¥~#uw��z�r��®��y2-��%��r�x�~,r��3/�x��{u%~�q����vr���uw��z40���}�uw~�q�����r � � Á p�q���xtx���}�uw~�q�����u��¢uw��zNy,x��{u%~,q�����uw�
|'�{uw}�r�x�r�u�y�x\ ¡x����¹�Ç�����% ��iq��N�®}���|!~,q�����uw�¢u���zN������q{|0s�y�����y#uw����q���� y,x�r�svx�|!~�q�¦�x���«��ªr�}���r�x'~
|'�{uw}�r�x�r¡uwy,x�y,x��{u%~,q�¦�x���«�u§y,x�|'x���~¡z�x�¦�x�����s���x���~���5¢x���|'x¯ ªx�Ñ�y#r¥~����w~�q�¦%u%~,x���}�yªq���~�x�y�x�r¥~¡q��
r�}���r�x�~�|'�{uw}�r�x�r���z�x�r�|�y�q���xº~�p�x���x� 6q���s���x���x���~#u%~,q����tq�r,r�}�x�r�~,p�x�«�y,u�q�r�x���u���z\��}�~���q���x���}�y
s�y,��s���r�x�z0r�����}�~,q�����r��
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Ô�}�ytq���~,x�y,x�r�~tq���r�}���r�x'~��Ç������q{|]s�y�����y#uw����q����Âr�~�x���r\�®y,��� ~�p�x��Ìu�|!~\~�p�uw~�q¹~�s�y��%¦�q{z�x�r
ufz�x�|'�{uwy#u%~�q�¦�xTu���zhx'Ó£|'q�x���~ ��x�uw��rX�w�� ¡��y,��q����9 �q�~�pAr�x'~#r���u^�®x�u%~,}�y,xT~�p�uw~]p�u�r�y,x'�
|'x�q�¦�x�zX|�����r�q{z�x�y#uw����x�y,x�|�x���~�q���~�x�y�x�r¥~�q�� ������q{|�s�y�����y#uw����q�����uw��z]z�x�z�}�|!~,q�¦�x�z�uw~,u���u�r�x�r
� $��#&��Q'��R�('��R��S(,Ç� Á p�q���x�r�x'~,r±uwy,x�}���q{��}�q¹~,��}�r±q��£u�s�s���q�|�u%~�q����vr��w�
������q{|�u���y�x�u�r�����q�������s�y,u�|!�
~�q{|�u��¸�®}���|'~�q�����u��±uw��z ������q�|��{uw����}�uw��x�r�ÄÌr�}�|#pTu�r�ÃtÚ9��y�À½y,��������Å�z��\����~�r�}�s�sv��y�~�Ï,¶wÉ�Î
TVU ´�r�x�~,r���uws�s�uwy,x���~���«0z�}�x�~���~�p�x§z�q¹Ó£|�}��¹~¥«¤�w��q���s���x���x���~,q�����~�p�x�� x'Ó£|�q�x���~,��«��XW���y�x'¬��
uw��s���x���À±y��������RY r[Z#\+]�^�_�u�|'~�}�u�����«£|'����r¥~,y�}v|!~,r�u��0��y#z�x�y�x�z£��q�r�~�������~�u�r�x'~��ªÔ�}�y¡s�y���sv��r�x�z
|'����r¥~,y�}v|!~,r�r�}���r�}���x�~�p�x�}�r�x�r����`Z#\#]a^�_\uw��z]s�y,�%¦�q�z�x�r�x�¦�x�y,u��>u�z�z�q�~�q�����u��¸|�uwsvuw��q���q�~�q�x�r��
o�p�x�|'x���~�y#uw���®x�uw~�}�y,x��w����}�y� ¡��y,��q�r�~�p�x�³��vÏ#³�´�µ�Ë�Ð�Î���³'´��� �p�q{|#p�p�u�r�����xº�w�Õ~¥ ª���®��y,��r��
·(bÇµÇ´�� È ³dcfe#^#g�]ahRi�gFZ0´�j����·(bÇµÇ´�� È ³dcfe#^#g�]ahRi�gFZ0´�j���� k8lCË,¶wÉ U Ê�µ�ÊÌ¶wÉ

 �p�x�y,x µÇ´�� È ³�u�y�x���}�q���~�}�si�®y,���M|�����r�~,u���~#r��±¦üu�y�q{uw����x�r��±u���ziz�u%~,u |'����r�~�y,}�|!~,��y#r�mº´�j����
��uü«0q��\u�z�z�q�~�q�����|�����~,u�q���}�r�x�y��Çz�x�Ñ���x�z0�®}���|!~,q�����r�m�uw��zLË#¶wÉ U Ê�µ)ÊÌ¶%É0q�r�u�r�x���}�x���|�xº�w������x
��y�����y,x�x���}�u%~,q�����uw�)�%y,x��{u%~�q����vuw�)�%��y���x�����x�y#r�p�q�s�����uw�{r��>o�p�x�r�«���~,u�|!~,q�|�z�x�~,uwq��{r��w�Õµ©´�� È ³!�´�j����!��uw��z�Ë#¶%É U Ê�µ)ÊÌ¶%É0u�y�x���q�¦�x��0q��tr�x�|!~�q����n$��
¨©���®��y,��uw����«���~�p�x\z�x�|'�{uwy#u%~�q�¦�x0��x�uw��q���� �w��u��L}���|�����z�q¹~,q�����uw��r�}���r�x'~�|���u�}�r�x¤q{r�~,p�u%~��

�®��y�uw����q¹~#r���y���}���ztq���r�~,u���~,q�uw~�q�����r��­~�p�x��®}��v|!~�q����\·¢u�s�s���q�x�zt~���q�~,r�uwy,��}���x���~�~�x�y���r¯q�r�u
r�}�svx�y,r�x'~��w�½~,p�x���y,��}��vz�r�x�~�z�x�����~�x�z]��«�~�p�x�x'¬�s�y,x�r,r�q��������X~�p�x�y,q���p�~��)pvuw��z�r�q{z�x��fW���y
u�|'���vz�q¹~,q�����uw�
r�}���r�x'~�|���u�}�r�x���q��tu�z�z�q¹~,q����0~,p�x�uws�s�y���s�y,q�uw~�x�q���r�~,u���|'x��w��Ë#¶%É U Ê�µ�ÊÌ¶wÉ£��}vr¥~
�vx�~,y�}�x��¸¨©����x���x�y#uw�)���§}���~�q�s���x§r�}��vr�x�~�|���u�}�r�x�r���uü«��vxº}vr�x�z¤q��tz�x'Ñv��q�����r�����x¯�®}���|'~�q����
·#�£×¡«Xs�y,�%¦�q�z�q����\r�}���r�x�~�|'�{uw}�r�x�r¯ �q�~�pTuLË#¶%Ð�Ð�´#Ë�µ�Í�ÎwÐ�Ð�|�u�s�uw��q���q¹~¥«��
~�p�x���x�uw��q����\�w��u\r�x�~��
¦%uw��}�x�z��®}���|!~,q����poTu�s�s���q�x�zt~,�¤��y���}���z\~,x�y,��r¯q{r�x���}�uw�>~��¤~�p�x§}���q����X�w�±~�p�x�y,x�r�svx�|!~�q�¦�x
r�x�~,r�z�x�Ñ���x�z¤��«0~�p�xºz�q�¿�x�y�x���~�r�}��vr�x�~�|'�{uw}�r�x�rª�®��yª·#�
¼¢�]q���~�x�y�x�r¥~,q�����u�r�s�x�|'~����ªr�}���r�x'~��Ç������q{|�s�y�����y#uw��r¢q{r¯~�p�uw~º�w��~�x��]u0�®}���|'~�q�������uü«���x

|'q�y,|�}��{uwy,��«Xz�x'Ñ���x�z�}�r�q�����r�}���r�x'~�|'�{uw}�r�x�r��0¨©��~,p�x�r�x£|�u�r�x�r��>q¹~§q�rº�vu%~�}�y,u��¸~���z�x�Ñ���x�~,p�x
��x�uw��q������w��~�p�x±�®}��v|!~�q����§|�uw����u�r
~,p�xªr���uw����x�r¥~�r�x�~�~,p�u%~�r�uw~�q{r¥Ñ�x�r
~,p�xª|�q�y#|'}��{uwy>|'����r¥~,y,u�q���~#r��
¨©����x���x�y#uw�)�üu�s�y,����y#uw�cp�u�rÕu� ¡x����¹�©z�x'Ñv��x�z���x�u���q�����q���q¹~>����x�«�r�u�Ð�¶�Ë#ÎwÐ�³#µq��Îwµ�Ê T Ë,Îwµ�ÊÌ¶wÉ�|'�����
z�q�~�q����\q��\ �p�q{|#ptuw����|'q�y,|�}��{uwy,��«0z�x'Ñ���x�z¤�®}���|!~,q����t|�uw���{r���}�r�~�z�x�svx���z�}�sv���\����x�u����w~,p�x�y
~�p�y,��}���p]³r�vÏ!³�´'µ)Í È ¶%É�¶wµÇ¶wÉ�ÊÌË¡�®}���|!~,q�����r���q�� x������������w~�����q{|� �q�~�p\y,x�r�svx�|!~�~,��~�p�x�r�}���r�x'~¢��y��z�x�y,q������ Á x0q�����}vr¥~,y,uw~�x£r�}�|#pTs�y,����y#uw��r¯q��Lr�x�|!~�q����s$���¼¾����y�x��®��y���u��±u�|�|'��}���~����ª~,p�x
~�p�x���y,«£�w��r�}���r�x�~��Ç������q{|¯s�y�����y#uw����q�����q{r���q�¦�x���q��.� ���R$#%��t$�&u,)�

vxw ýM�B� ó�ø����uy!(�� 
 ó�ðüúÕñ�z�ò)ö¢ñ,ó�� 
'ú�ñ#÷ 
 �­ú�ò�ó)ý¸ó�ðüú
{)�üú 
 ó�� ý!÷ ,vÿ
ñ#÷�ûüò�ý�|!òÇñ#ö�öP� ÷(|:.�úB4üú���� ñ#òÇñ,ó�� 
'ú�ñ#÷�4ûüò)ñ��©ó�����ñ��~}
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��}���r�x'~0|���u�}�r�x�r�|�u��Â��x�}�r�x�zÂq��^|�������q���uw~�q����N �q¹~,p9�v��~�p9x���}�uw~�q�����u��¢uw��zÂ��x���x�y#uw�
y�x���uw~�q�����u��v|���u�}�r�x�r���o�p�x¯|'���§��q���u%~,q����£�w��x���}vu%~�q����vuw�vu���z�}��v|'���vz�q¹~,q�����uw�­r�}���r�x'~�|'�{uw}�r�x�r
q�rª|�u�����x�z\³��vÏ!³�´'µ)Í�´�� ��Îwµ�ÊÌ¶wÉ�Î%Ð%s�y�����y#uw����q����v�Õo�p�q{rªq�rªuºs�}�y,x���«��®}���|!~,q�����uw��s�uwy#u�z�q�������uw��z
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Figure 3.1:  Basic Abstract Machine
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Figure 2: Illustrating the Need for Lookup Points
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Figure 3.3: Abstract Machine for Memoization and Re-Do
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(Fail)
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Figure 3.4: Illustrating the Need for Re-do Trail
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Figure 3.5: Abstract Machine for Subset-Logic Programs
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